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▣ 笔记总结自 AI2615 Spring 2024 上课内容，主要为笔者以自己的理解

和视角描述了课上提到的所有算法和分析过程 

 

▣ 授课内容为：分治，图论，贪心，动态规划，网络流，线性规划，NP问题 

 

▣ 其中偶尔记录了考纲范围外的内容，比如 Cook-Levin 定理, (F)PTAS, 

Fixed-Parameter Tractable 等。因为笔记的初衷并不完全为了 

cheating paper，更多为了记录讲课思路本身 



Intro
1

, if Turing Machine
(y ) halt 但平均分析 : Choose pivot randouly ( not arbitary )

1 . Halt Problem :
Halt (TM , Y ) = { 0 ,

not halt .

⻄ 若 pivot 在中间 [区 , π 了处
nsn

m n

证明不是所有( decisionPaoblems 都能解⼀反例 Halt problem )
~

三 则分成的三段中最差时最⻓ 3
n

π π

因为可以 B(x ) :def ∴ T [ n ) TCπ→ 7 + cn

if Halt ( x , x ) = 0 : metuan I B [ ③ ] Halt 的分⽀

若每次都能选在 V 区
.
则 T( n ) = T ( π

"

) + ⇒ O (man

else : forlii } ;
= 0 的分⽀要求

求 B [ B 3 不 Halt要 包
但实际上第⼏次选在 V区是⼆项分布 . P = i

则 BCB ) → 判断 Ha (t (B ,
B) — BCB) not halt

⼀ 则期望成 2 次选到处于 V区即期望 2 cn就到 V 区

2
. O ( gcn > ) . AC , no , Un > no T[ n ) ≤ C

. g [m ) ∴ [ + [ n > ] = E [T( 选到 V 区 ] +TCπ "^ ] ]= cn +ET(][

2 <g
( n ) ] ,

≡ C , no
,

On > no
. T[ n > 2 C - 2 cm )

= 3 ECTCn 3 ) = OCn } .

若排序可选正中 , 但慢
θ ( gcn ) ,

T(n ) = T (g ( n 3 ) = 2 <g ( n > )

④ 平衡选 pioot 时间 _ 若 ramdom很快但可能美和好处选

这样选 pivot :

⽐如分成 5 今组□ ( n)

Divide
⼀每组中找 OCn )imidale 因为每组就 5 个数 . 直接硬⽐

1 . Master Therom
-medians 的 middle TE

5 )
n

即 Select ( m ,ny必④
關 (

⑪
…

……TmM-T6- cndljs…
故 piω t⼀定在 「 。 ] 区间内

=>T ( m ) =

1
OEnd . log

ω
n ) ,

acbd 聯叫M,

⽐☆⼩分成的缎最差最⻓ π

O ( nlogba ) aobd ⇒ TCn ] = T(选 pivot ) +τ (π
"
)

OCnd log
ωh ) . a = bd =τ [ π ) + +τ (mcn

归ε纳法证明: T (n >≤ B ·n

2
.

Karatsuba
要计算 @c

,

ad
,
bc

,
bd

T ( 1 ) = 1 ≤ B . 1
取 B = l 0 C

x . y - ( a
. 10 "

+

b ) . ( C . 10Ʃ
"
+ d )

四项
.

分治后还是 n
2

T [ n ) τ< 0 . mn ) + T ( 0 .7 n ) +crC ← 0 . 9 Bn + cn
= Bn

µ 但 ad+ bC 整体等于 =⇒ [ En ] ≤ B( n )归纳得证

= ac . 1
o
" + (ad +bc ) . 10 tbd [atb) - ( ε+ d ) - ac - bd

= ac . lo
"

+ [ ( a+ b] ( ctd ) - ac - bd] 10 Ʃ
"

+ bd 三次乘法

错误归 (内不能⽤ OC

们因为每次常数都扩⼤
。

归内吹后不记号必须写出
cn 常数

”□
TCn ) = 3 TC" ) + Cn=⇒ T ( n ) = O (

nlog
)

6 . Closest Pair 分成两部分 ,

各找⾃⼰的最短跑 δ i

若位数不是 2
k

. 则左侧补零 δ= min { δ , δz }

0
① 若下⼀步遍历中询 [ δ ,

δ了区域

3
.

① Divide - into smallsubproblems 最坏情况n全在⾥⾯ O (Ʃ x
三
)

② Recurse - solve subpnoblems necursively

: 1 :
… …
点……

② bound [ - δ
,
δ]当也给Y 后

,

③ Combine - combine outPuts of subproblems ⽅形内点的数量就 bound 了 ≤ 8

T[ n ) = O (nlogn )

1很靠近边缘都

1 ⽌上来先排好 。

3 n

⽚了先排好 (每次要 S
' 的顺序 ,就遍历总序

,

④ Basic Solver =⇒ ⾄多⽐较 7 次⼈不重要了

→ TC 中间 ) = 帕点数×≥(排 + 3 - o (nlognty
4

. Mevge Sort
∴ τ ( n ) = 2T (≈ ) + Ocn in ) - o (mlb)gin )T

T ( n ) = 2T ( Ʃ^ ] + c
· n 分成两半分别排序线性时间合并

③ 但实际排序 λ 与排序 Y 的 O (nlogn > 可分别从中消掉递归

基于⽐较的算法⾄少 OEnlogh ] .

因为每次⽐较 3种结果 ε
,
=

.
> 周⼀次 O (nlogn ) 然后检查 × 坐标是否在范围了

⽐较 k ( n ) 次就 3
c >

情况能分辨
,

但总排序情况 Pn
"
= n !

还可以⽤下层传上来的⼗两个⾮好的Si .
Si

∴ 3
k < m
) ≥ n ! KEn ) ≥ logz{ m ! )

k < n ) = RCnlogn 了 因此 T [ n ) = 2T[Ʃ ) + O [n ] = O ( nlogn ) 再加预先 O ( nlogm )

7 .
多项式乘法 —

5
.

Select K-thhSmalet

① 选 k 次最⼩的 O(nk ) ② 先排序 O [ nlogn ] DFT矩阵 Fij = ω
ij

,

ω= ei溪 ← 对于 n 的多项式 。

③ 先选⼀个 pivot 将数组分成了部分 X}} x = v } { x )叫

i 题在于
…

…
—

⼀间若每次pivot

θ了多项式 Alx= Gota , x
+ … tanx,

δ

可以

if K ≤ ( l : return Select ( L ,
k )

elif U < k < ( R | : turnre v

! 则只减张度 Ielif Iltlm |< k : returnSelect( R , k
) O ( n ] tO ( n - ( ) + … = OEn

2

)

猜

应⽤ FET

只记系数 : 「 别
EFT 算法 — 在 O(nlogn ) 内计算 E - a

, 即 A 在⼏个单位根上的值

① 算 F .

aA在这些点上的值 = @ ② F - 5 = 5 ③ C; : ajxbj
④ 为得到 E = FIδ= 尤 EI. E =π CE的总时间 O (nogn )①②④ 三次 O [ nlogn ) . ③ O< m 3



FET .

具体如何算在⼏个单位根上插值 , P (ω
0

]
, p (ω

'

) … pcw)
time ← O

lef exploveCv 3 :

注意 P ( Z 3
= Pot PiZI PLE

2
+ P3 + P 4 +(Ej☆ PsZ

5
+ Pc ( z

3

)
"

+ …
Startiv } ← time ; timett

mazked [v } = true

= Peven (z
2

) + 2 . PoddCZ
2

)
, 其中 Pevem Podd 是取 ⼀半

for each ( u
, U ) EE

、

系数的多项式
if marked [u} == false : explove ( u )

⇒ ⼏个点需要算 Peven on ω
0

,
ω
'

, ω
4

,
… ω

2 na

Podd on ω
0

,
ω
2

'
,
ω

4

, …
ω InE

这仍是 2 ×⼏个插值
. 关键 ω

o
~ω

m ^

平⽅放字是两圈重合① :

即变成 ω 为( ) 单位根绕 2圈 。 只要算 2 ×个插值再花O ( n}合并

T(n ) = 2T(☆ ) ← O<n )
⇒T [ n ] = O [ nlogn 了

即 divide可以⼀直做到
☆T

TYTHTYTTTITTTTTY
TT

HTTTL
TI.

VNTTTTYTTPTTTTTTTYTTTTTTT
"OP

TFPPYYTYY
TTYTTTTTTTTY"YTTTTTT据TTYITTIITYTPYIT
"

"
…

……

I

…

……T1 . GCV
,
E ) . O ≤ IE 1 ≤| W | ( ( U - 1 ) = O [ ( UP ]

2
.
临接矩阵 Space O ( IV (

*

)

临接表 space O ( ( W 1 + 1 E ( )

3
.

def explove ( v ) :

marked [ v 3 true
6 . Strong / weak connect component

↓
for each ( u , U ) EE ↓ 改成⽆向后的 CC

if marked [u 了 = : false : explore [ u )
EUNESCG且 maximal是 4, 0 能互相到达

,

⼀次独⽴ explove 可以找全⼀个连通分量 。

但图不⼀定连通↑def DFS (G ] :

O ( ( v ( + ( E 1 )

for each UEV :

if marked [ u ] == false : explore ( v )

↑进⼊⼏次这⾥⽆向图就有⼏个连通分量 ( Intuitively⼀个点结束意味所有它能到的点都探索完了 。

因此最晚结束应全体 headscc在的中 )

4
.

⽆向图的 DFStree
证明 : 反证若不在 headS《中 . 记

u 在 SCCI ,
head是 CC2

@-四-@
—
— 则 SCCI 中有到 SCI 的 path . 即 ② UESCC2

,

xESCC 1
.

有路径 V→ x → … → U

⺟⼀⺟巡eage
⽭盾点u结束最晚所以u 必不在v的树中
—

有向图的 BFS tree 不仅如 , ⼉还必须在 u 的⼦树中 。否则还是 u先结束⽐

@→⑥→⑨→写 } → 有路径 u → … → U
. 存在环点

Basic 实现: 每次 DFS 新的反图
, 逐次去点建新国 : O (ucnemi )细→内 @ “

⼼ = O (mm )

Super 实现 : FS ⼀次D先存所有点的 fimishtime
5

.

toologpical rdero 按降序依次 DFS ⼀次完整 DFS ⇒ 共 2次 DFSOCntm 了

DAG向环 ← 在topoosia⽆亨若有环必
“

ε易反证

依赖定王⽇

⇒
… 通过对任意 DAG 构造拓扑察来证

① DAG 必有 tail ② delete tail 3newDAG③ deletenewtail … .

然⽽每次找 tail 太重复了⇒ O ( ( v |
2

) 补上⻚分析 pivot的平均表现可以等价于认为:
以⽴概率分到 lucky . 变成 TCn

]

+ cm .

Improve by DFs :
DAG 没有 backed绿sartffimish 男⽅的情况可认为什么都没做 T (n ) .

实现 : 每结束⼀个就记录 ∴ T [ n ] = Ʃ IT [" ] + Cn ] +Ʃ T( n ) ⇒ T [ n ) = TC π" ) + cn

按倒序输出 但实际不是什么都没做⽽是接unlucky 分的段做
T (l 1 ,lsn⽹☆→xπ∴点 O ( (NI+ 1 E 1 )

G
我们放缩成了 T [n 以

.若其它题是复杂函数不单调不能这样放缩

总⺾是下
,

的s 《ansc , 则 《“帅⼤和 isn《喝—
州… 赢



⼆
. Path 若⽤① 数组

.

T [ n 3 = O( ( W 1 ( U 1 + 1 E 1 ) = O ( nz )

1 . BFS Eree
a hazd to distinguish

② 若叉堆 T( m ) = O (CN 1 + 1 E 1 ) log / N明稠密 OCn
2 l 0gn ]

i ← o

∞嘴感☆羨 }
… … …

es bibeng
def BFS ( G ,

S ) :

. finish time 没⽤ ③ E naci tEn ) - O ( llog( w 1 + ( E 1 x " ) =OEmenlogy

V
0 ← { s } 第 0层的点

3
. Fibonaci Heap - 均摊分析 ④ Amontized Analysis

while V : is mot enpty
:

for each H εVi : 基本想法 : 为了避免这些树退化成数组 bound度数.

fov eaqh Cu, v3 EE : MZN

⑥ 从低向⾼每个度数的
i ε marked [ v ] = falsa :

marked [ o 3 = true
树有⼀个最多

aold u to Vi+ ,

…

………皆感品⼼器ohmania
1

pre [ vs=∞ 不同度数最多⼀个度为以
i + t 的根要有度 O ~ k- 1 的⼦树

2 . Short Path tree - 从根 s 到 Eu 的树边是最短路

纳明 : 从 { S }开始逐渐拓展⽇证

| T 1 = 1 成⽴

1 D : 最⼤度数1 1符

{ distrcur
+atuny…的 。 ③ arRleascating每棵树⾄致可去⼀个巡——

否则将所存都没为根第⼀次去⼉⼦的点
若真的 ↑ } → x → 0 更短 .

则这轮应该先添加 ×

∴ 经过不经过T以外的点添加这个⼉都仍 SPT最优 ,

s
…

*
≈

1 , xr } fs
,

λ
r , x } → { s

,
% , x ,

还不是添加“

新边最短的
“

-

xz - xz - x 4 - x 5
…

" 可以去⼀个⼉⼦
⇒ D ≤ logn

def Dijksera (G . s ) : 单源国正地内
1 .
Initialize

。 均摊分析 δ= O ( k 3 +δ Ek) =oy
T= { s }

⽐如某种 Stack : push - one , pop- all .

tdist { s} : 0 ,

tdist [ o ] =∞ for other vertices o ( k )pop - all 花费 ,
但有 k个元素前提⼀定有 k 次 O ( 1 ) push =⇒均摊

tdist [v3 = d ( S , 0 ) for CSUSEE
← 这是update也

. Potential FunEtion
2

. Explone
80 = 0 , represent States . δ= Ct δ c

司随意
Choser 常数

find VET mith mintdistioyHrounds
Ʃ E : Ʃ C +δ② ( 能均摊要求Ψ 20即 Ʃδ≥论 )

T ← T + } 会为了维护
tdistt了时刻是从当前{T巧能抵达 V 的最短路 =⇒均摊 ①(⼦

, 操作次数
↓

3
. Update tdist [us 须向即⼼

,

tdistIu ] = min { tdist [ u 3
,

tdist [ o]+ dcu , v 3 } . Update : O(m )→ 需合并次数 令 □= t+ 2 m

( E 1 rounds
⽌只⽤新加的点 V 与原来⽐较来更新

forLu , v) EE
#CCascatingcuts , F

# (C marks
,

#CC roots
↓

因为每条边仅会 C = O (#CC + 1 )
因为 m 会多造成

产⽣ 2次 update ot = #(C +
1 cascating cut 以及潜在

多⼀次 merge
om = - #EC +

1

T (总 ) = NI . TC min) + EI -ToRlopdate )
δ= OC#CC+ " ) +δE #(C + 3 ) = O ( " 7

↓ ↓
findmint不找以后了删某斯结点变⼩了重新维护 . PopMin : OLt+ )E=OCt+D )+δot

pop mim Ins Update merge

d - array (dlogango OClogdn 了 OClogan > O [ m )
= O (tτ 2D) +δ ( D -t ) =OCDOClogn )

Binomial OClogny σ ( ( ) OClogn ) Ologn)

Fibonacci OClogm ) OC 1 } OE } O ( 1 )

差放缩 。



三
. Negative Weight

因为虽然 T 到 √最短 。

但可能 反证 : 若交换任意两元素 、

结果不会变好

Dijkstra 在负边权不⼯作 dist
+
[ x) + Cx , 0 ) 《 disty (x ) < disty( o ) 经纳 : 没最优⽬ 。

热除)控耀的關瀚成数量最影⼼
:

缩 ☆ 做当前做的最早完成的穷
。嚏本质 . Dijkstra 每边⽤过后就不再检查. Bellman - Ford

仍持续更新

def bellman
- ford (G ,

s ) : 单源□ 负边权回
dist [ s] = 0 ,

dist [x] =∞ for other xEU
—

优嗣 op∞ … 记从第⼀件事开始 inductv“ 替换”反证」

while dist is updated : 每次更新所有边 假设第⼀件不是o^ 最早结束 ⇒换成最早结束事

for each CUU ) EE ↓ ① 不会与之前冲突 (因为没有 ) ② 不会与之后冲突 (因为结束提前 )
disttu] = min { dist [ o ] ,

dist [u) + dcu , v 3 } 没前 K件都是opT 最早结束 . 第 k+ 1 件不是 。 那么换·反
↓

取前 k件后最早开始的事 x
,

⽌时是 spT⼀定会停⽌。冖□ 若 x 不是前 K件后最早结束的事 e , xxee ←仍与前后事冲澳—
Lemmal : k轮更新后 dist (v ) 是⾄多 k⻓路的最短路⻓

Inductive : 若所有 ki 都最短 。

③ … …④、
→)

Pi 开序 .
取最⼩两个数 Po ,P 并将 Potp 插⼊ orde∞
—算法救举了所有能到 V 的 Uk- 1 : mim { dk,( Uk. ) +ω ( uk … ,

v ) } nlogn 实际只需 0 (n )
( Uk 、

,

U 3 εE

lemma 2 : | V ⻓的路⼀定⽐ lul ⻓的路优
ALG ≤ ( t ε ) OP若

⇒若算法在N 1轮还在更新可判断有负环 Imput : m machines
,
n jobs with size Pi

Output: fimishtimenimiamongall machines)d

Greedy
证明 ALG ≤ 2 OPT :1Hm - 1 ↑

⼀定义⽬标 : 完成所值Greedy策略 :做先ddl最早的
四四 …四四

a…
( 可以为 x 也最晚开如

最优性若p 州能完成则redy戯若Gwedy完成则⼼← □四 …内

↓
雪 i . 使 Ʃ Si ≥ di 其中 务满是 Ej< i djcdi

5 ≤ i

但这 i 个任务 ddl 都 < di 则挪出哪个都失败 、

Drimi 和⼀样更新每个点到
Tl 的距离

)bstre
-模

每次向 { 「 } 添加⼀个跟离最短的点 ⇒ ( El round Upolate ,

( 01 Popmin

⇒ Use Fibonacci heap O ( 1 E 1 + IUllog/ω 1 }

Kruskal : 将边排序 ,
换开序依次选 、

若成环则不选

① Sort Eages OLElogE ) (忽略这个瓶颈没 ordered )

② fov each CU , UEE im 开序 :
← 21 E 1 round check

.

if group ( u) ! = group < o ) :

Choose { a , v 3

union ( grouplu) , groupcos )
← total 101 round .

Use Union - Find Set .

Urio : O < n
i
Find 查gronp ) 均摊来说下 SonGroupc nlog

*CossGroupCmlog*
r

萃

:

… 总时间 O ( Cmen ) leg
*
n )

均摊原理 : rank ⼩的点很多⼤的点少 ⇒将⼩点分散分组

I 1 , 2 [王 }

。⻜ ][ 3 起了 …兼顾bound 了组内间的 Find .

⼀ ⼝
,

否则有

x ⽐ x 晚开早结束 。 去掉 x
1

不影响 ALG
.

且 OPT 单减 。

可 )」 以

前个任 t凝⽩哗—为排厅⼼假
workload ≥ t . m

. 则 O T ≥tB
,
⽽ ALG= t + Px ≤ tOPTOPT

② avedy 2 —敏趣CogetProcessingTineist) 放最先完成在

Rat、b = 张 .
m ~ zm

- 1 的 j 0b 名 2 个 imjobs个的

7zm - 1 m←171
zm - . m +□□
zm - ~m□□

OPT = 多 m

~∵□□[愚⻢Trem」↑ 回回回
空出最后⼀⾏放了 xm

证明 LPT ≤ OPT 同上 LPT = t+ Pn ≤ OPT + Pr

易证 Pr ≤ZOPT ⾸先因前⾯任务都⽐ Pa ⼤且每个机器⾄少⼀ ←(
则 OPT ⾯对⾄少 m+ 1 个⾄少 Pr ⼤的任务 .

最好 ≥ 2PrOPT也得

=⇒ LPT E ttPn ≤ ③ op τ )

若 t =0 .上⾯推出前任务满不成⽴但时任多街此maia…
我们希望 Pr ≤ 或 OPT .

但并⽆法做到 ⇒ 分情况证

① PnESOPT ⇒ 直接 LPT ≤ tt Pn ≤ 40PT

② Dn > JOPT 于 OPT < 3Pn ,Lemna 上每个机器⾄多2任务。
(

否则总有⾏啊
Lemmaz P . > … >Pzm) ( P

~ pm )在不同机器上 , LemmaPmt ,
~ zm必与前⾯

⼀

⻓短相嵌 ( y换 →⻅ weedy→也这么排LPTEOPT



Huftman最优( = 叉情 :况下 )证明6
. ⑮ { 补 3 Fibonnaci Heap 势能了均摊 ②= t + 2m

m : marked 点数七 : 根数. D : 最⼤度数
则没最终回在 OPT中衡深度 h 则 : ω *←即将部颁过的ost永远不变变的只是结点变深时的“—

1 . Update OCml ) marked 的数量越多以后 ut 花费越⼤

Ʃ 没下 x 及⼦树OPT与同结构则⼼同。 若现有 #C个 CascatingCut
. 即说明 #CC 个 marked

「 \ ② 下⼀步合并 ψ :中最⼩ x 和 λ 2

反证
。

⽹

若合并x 与x在这层⾸先合并不影响各 ω
σm =

- #CC + 1 但消了这些 mark

但 x必在其它结点处合并 height ( x, ) ≤heigittx" 浅 σ h ≥
0

仍从 P 2
“

重要思考点出发reach⽆能⾮两种情况 :

在 BFS 中探索了 /没探索 。

DFS 探索的 SCCI .

于是 Scc全体开始都⽐SC 2 全体结束晚 。

、
Find —

查⾃⼰ : m次 O(m )

1 . AGC Cacross grou)

Kraskal 中 ( El 次 Find (判断 gwupcu ) 时要调⽤Fnd .

⽽每条边会产⽣对两个节点的 Find )

charge 要更⼤的组来 charge ⼀共就
l 0g
*
n 组

O1000000 AGC 在描述这种跃增不会太多
) 000 j
τ战

2
. SGC ( Same goup 了

Lenmali 准确 rnk = k 的点多 ☆

(am. ar ∵ 故对于[ k *
,
2 但⾄多最个点

[+ r← … → 品 : 品 )

Lemma 3 : 每次 charge点后下次⼀定被更⼤ nank charge .

( charge 后甩到根 Crank 这⼤了
. 即 charge 序列它的必单增了

综上 : Lemma 多 ⇒ 每个点在 gnoup 内⾄多 SGC 2
k
- ( k + 1 ) 次

Lemma z =⇒ grop 内最多是个⻥ 。
则组内⾄多量K [ 2 k- ( k + ) ]

c ⼏次 sGC ⇒ 共log * n 组全部 SGC 最多 Ol0g
*
nj( n



DynamicProammingg 3
. 编辑距离 认为最后⼀位对各⼀

min {EED[ i , j ] = D [ … , j " ] + I [ xitYi ) ,

Design : 1 设计⼀个 recarsive 算法
ED [ i - 1 , jj +

1
. s 2补⼀位对⻬←

2
. 合并相同问题

ED [ i , j - ] + 1
←补⼀位对⻬了

3
. 找到解决问题的拓扑序 ( bymand )

4
. solve & store subproblems in Topo Order

4
. 背包kmapsack ( Np - hard )

O1 、 背⾊物品只有⼀个 : cost Ci
,
walue v . , Capacity W .

⼀

“ 功≥

⽈ Maximize Ʃ Uselect ( 不可分割物品 )

在 ω 下的最优解 总是想全买
dist ( t ) = 个distcvistwcviityg

( Wi ,
E ) GE

若把点合并重复 . 就是 G原
点

…率←」按b 序求的即π ⼦问题定义太弱导致难以递推
→ 增加 dp⼀个维度直到空间所有状不可互相轻—
—

Algorithm.

1
. Find Topo Order of V : O ( 1 U 1 + ( E 1 )

3
.

digt [ s ] = O
此时状态易转移 : 可以每个物品买不买⼀分类

o Corvectness
↓ ↓

买 i

接 T区po 的顺序 ductive证⼤没 distlui了均最短 vick .

(若 ci ωfris 直接 = fti… ω)前预算买不起不买
i

dist [ uk] 只能从 vi
,

vi
,

… U的来 ( 所有能来的都在他 Topo 序前 。

巴解 )习 1

求 min 后必最短 a Time Complexity : O[ nW )

.注意 W并⾮输⼊规模”

2
. 最⻓递增⼦列 Longest Increasing Subsequence

{ a ,
ar
, … ,

an }
.

严格单增 LIS
bitszn

, 那不妨再输⼊ nbits 制造⼀个 2
^

⼤⼩的 W

State : LISC 表示k了以 Qk 结尾的 LIS ⻓度

可以朴素地遍历 K 之前的结尾 . 取 ai < ak 中 LIS [ i ⻔最的→Ol
, 空间优化 : 不⽤必须 O (nW ) . 可⽤⼀维数组递推

f [ w] : max value can get with w budget .

3 利⽤单调队列⼀护维 slem了叫达到 len⻓度的最⼩结尾数

len 0 1 2 3 4 5 6

smallest o Clx ay aa ←
—分查到可

a Surplus Knaps

下⼀个 ai 进来后找到smle ]teya幽
→ 共查 n 个数 o (nlogn)1≥≥Ψ↑⽐ Smil ] ⼤说明以 ai德尾⾄少是 l +1 . t ⽐sm [l + 1 ] ⼩说明接不到它后⾯

例 :

{ a . … … au } 窗⼝ size = k . 返回所有窗⼝中的最⼤值

⽐如k = ] ( 红 1 引( ) ”
↑↑

⼀定不会任何窗 □ 内最⼤ :

⽐丁⽜离开窗⼝
。

⽐ 5⼩还“

Time : 由于每个数级念被 push +pop ⼀次
.

且答案 LangestWumIn [ i } = 第 i次更新时的front 取它 O ( )

=⇒ 总和 OCn 了

ack ; Complete Kuapsack .

5 . Mimimize Manufacturing Cost

{ a … … an }

.要做完所有分组需按顺序 cost (e , r ) - C + ( Ʃaiii
若 C = 0

.

对分组⽆惩罚则每次做单任务最优;若则只不组最优六

状态 f [ i ] : 完成前 「 件事的最⼩ cost 。

f τ i 3 = if [ j ) + C + ( ☆aj 遍历 ai 与前⾯⼏件事为⼀组

f[ o] = 0 .
朴素遍历 O(n 2 )

⾸先研究什么是

⼼路 :优化找其中单调的aiax * 爽7 potential 好
、

考虑什么分组截到 Y ⽐截到 x好觑 ax … ay
…a1C )

记 S [ i ] 为 a 1 tan + … + ai

截到 y : f [ yJ + C + ( S ( i ) - Sy)
)

, 截到 x 同 ,

当 y better 时 : Sci ) >
( + siy > ) - ( fexz + six)

2 ( S ( y ) - S (x ) ]

=⇒ 每个任务看作点 ( IS (x ] , fIx) + six ) ] . xy 点斜率 < S ( i ) ⇒ 右侧点更好
—

性质 :

0
≈

~

当左侧斜率 > 右侧 Ʃ⼀定没⽤⽆论 S ( i ) 是多少

u 「 若 |Kuzsc⼼ □ 可则⽐ Z 好

0 ② 若 Kuz < S [ i 3
. 则 Kvz < kuz ← S ( i 3 .

V Z好⽐



由性质可以去除所有 ③ 的点剩下斜率增的 ConvexHuy递
状志f( v ) : 以 U 为根的⼦树

的最⼤独⽴集 size

—
—
—
”

出现 Sci><kx
,
xy

≤ kx
+

, x
时停

③

孩⼦ (叶⼦ 」 不破坏 OPT . 是叶⼦ ≥ 倒数第⼆层

叶⼦⼀定全选
a Time Complexity : 更新 ConvexHrll 与踢⼈是联系在⼀起的

如果回溯后发现所有孩⼦标红 → 标绿 =个⼀次 DFSO ( N 13 完成

㉜ 什么可以求和关送建在于各⼦树之间幽
—

x

6 . Product of Sets

业设计⼀个向树靠拢的算法 Cycle : 2

,
Lz
…1 . lu按顺序做卡称笛积求最⼩乘积数

Tvee : 1

:
=⇒本质是计算⼗树的切分

1
1 . 同⼀个点的 bag含之间是连通的

ABCDE ( AB) c][DE )— ⼀ 即所有含 u 的 bags 成连通⼀个分量(
, 、

ABC DE

只需要遍历⻓度隔板位置即可
” 2

. 存在 ( uv 1 的边则⼉在周⼀个 bag 中

bEmc
Treewidth = Maxsize( bag了 - 1 .

每即条边没⼀个 bag 包含两侧的点 )

⾸先 bags构成树⽆ crossedge↑
㉝

{

⑱

SBBcu) = SMB (C ) ↓ ↓

1

迦

{ Monotonicity: ti ≤ i " ≤ j ≤ j
"

" u ( ii , j ) ≤
w

……
) Bagcu ) 有两⼦树 T ( a ) 与 TCb)

Bag ( Tca3 ) - Bag [ u 了

与 Bag (T [ b) ) - Bagcu )

u 将⼦树分隔E们应遍但
( u 是 a 以之间唯⼀通路)

Topological der :⾃叶向上o

1 sI
. Sif independent

叶⼦ : fis ,
u ) = { 0

.
S not available

.

Is 1 ← 系 (
max f ( si , c ) - 1 snB (c11 )
S

'

EBLa 7

共有的点已经有 δ中记数过了

枚举在 B( c )中未被 S决定是否选择的其余所有情况

部分权举⼤部分之间⽐

8
.

x

下 . 最短路的 DP 视⻆ 。

Bellman - Ford (单源 S → 所有了 dist [ k ,
0 ] 从的 k条边路径⻓度⼼最)

fork= 1 tolv 1

for each EU , U 3 EE

d [ k ,
0 ] : min disk [ a- 1 ,

0
] , dist [ k - 1 ,

u ] + dqu .
v ) "意a

F. loyd - Warshall ( 多源 all Pair ]

dist [ k ,
4

,
√ ) : U到 V 的最短距离 。 只经过 U

, Uz …
…

, UK中的点

提供了很好的转移性质 :
∞

k 的转移只⽐较两个状都不过…
不z : dist [ k- 1 ,

u
.
v ]

经过 :

回
……
a

…

(②
dist [ k ,

u
, uk ) +distlkikivs

算法: 1
. dist [ o , u

. v ] = dCu
,
v ) fraLWNNEE . otherwises)

2
. for k = 1 w 1 1 :v

OE (NB )
for u = 1 to 1 1 :W

for o = , to 1 1 :√

distlciaioJ = min lk , un ) , dist( ku , u
, vkledist [ k - ivkin1

(可⽤ dist [ u ,
r } = min { dist [ u ,

v ]
,
dist [u , k } + dist [ k

, 0 } }将空间降⾄ O [ ( v 13 )



Time Complexity ; 若随机找 S → t 或⽤ DFS找[ 1 , f和 a)E1

边权 integeri 由于每次找到 S → t 路并更新后总 flow必增加。

1 . Ford - Fulkerson Method residual net剩余想法⽹络⼀
因为( foux ( s ) 肯定增加 ,

v (f ) = fout ( s ) . ) 故⾄多⼗哔轮停⽌

Elow 定义 : f : E → R+ .定义域 C ε E .即将边映射到实数格 最差 fmax 轮循环 ( 即最差每轮只增⼚210达到可

Capac Co aint :nserty HeEE , fce > ≤ Cce7 .

s
.
t外除 Bad Case :

fmax显然⼼为 2 w{
Flow Concervation : tu ε V ( is , t ) Ʃ f ( 1= Ʃ co ,

u ) cu , n
) f ( Cu , w 1 )所有⼊出

以台回aa 但若每次 S→ tpath选取随机

可能总先找中间边导致每次只增1
FF 核⼼剩余⽹络Gf (

V
5
, Et ] : U = V⼀样任意两点邻接就有 边权有理数 : Scale 后整数 (本质是总有加加减减最⼩单位①

若 ( u , v ) ε E - ( fcu ,
v ) = CCu , w 7 - flu ,

v 7 E
5
记录剩多少capacity回中

③ 边段实数 .

若 DFS 找路
、

实数可能不念停

若 ( V , U 以 ε E . Cδ ( u , ω 3 = f ( v , u ) 反向⽅向 E

5中反向记录 flow 多多少
e ,

= l
3
= 1 .

e 2 =

☆

- 1
( 凑 ei = 1 - ez )

Intializef : fieso . ←GG50 、

While asst path onGt 每次更新路上最少处

品

00 钟

s

Edmnd
- kap- DBFS找 at potO

(NIMEP )

find minimum capacity edge onpath 即⼀次更新阻塞⼀←
"

while 雪 s→ t path in Gf
"

这⼀步⽤ BFS找

foreach e = Lu , us ε path :

iFCuv 3 ε E : fce) ← - te )迎上边增加流使⽤了

if ( u ,
u ) ε E : fles ← fce > - b 反边减少流使⽤号

但不Strictlyincvease点都有 distla了不减— —

return f③ 有未知次数停顿 .

Correctness : Max - Flow - Min - Cut 定理

将图分分⼈ (含 s ) ,
R (含切为两部 每次 path 上阻处找」这条边称 ( un 以为 critical↑

EE( 0 , u )

这些边上的权重和
)

⼀

Lemmaos U (5 )流 foui( l ) - finc《Hfout ( n - finC ) - ☆ foutlu) - finC ) ← 拆成各个点的和

UELN { SS

=U (f 3 + 0 ⼈⽣⼊ =出约束为 0

Lemmeal :Foramyflow fandcut { L , R } . uif ) ≤ccLiB

uaL

从左向右的流
VER

所有 UEL
, UER

.
( UU ) ε E必然构成了割的总和

. lemma2ford -Fulkersougut 与给出的 flow u (f ) 相等

将⼈定义为在Gf 中可由 s 到达的总集 、

剩余和
—

必然可由 ( 到达 R .

② fim (L) = 0 即以 R 中⽆向 L的流
, 否则巨

f
中仍有 L→ R 反流

。

综合两点 U (f 3 = fout ( l 3 - fin ( z) = C [ L , R )

=7 所有 V [5 ] ≤ 所有 CCL , R ] . ⽽ FF给出的 flow 与某个 C ( L , R )相等

=⇒ FF 给出的 Elow 是最⼤ O ( f )
.

AlgorithmforfindingMin-Cutt: 以 s ,t 作为源⽬标建图跑 M - F

得出最⼤ flow 后在 G 中可由 S 到达的边为的Tapacity: 地权 」 β=以

正确性由 Max- Flow - Min - Cut定理保证 .

爽切思鼐
ooa “

“ → ⼆以□

边成每次⾄少⼀条xcrtical

{ween two critical

平均⽽⾔⼀次 Critical 增 1
.
⾄多被 Critical I× 2 + 1 = O ( N 1 ) 次

=⇒ 共 O (E 1 )条边每次循环有⼀条边 Critical . ⾄多 O ( ( U 1 E 1 )循环

=⇒ 每次循环 BFS ( E1)
O 则总时间 O (U( EP>

3
.
Dinie - levelgraphO [ IURIE 1 )

构建 LG⽤ BFS 花费 O ( E 1 )

第 i层表示 dist ( u ) = [
hanGor

…o☆紧过过
……陆除回⼥和层内边

. 只保留 i 层→+1 层的边
⼀

Algoritum :

在 LG 上找 blockflo —所有 s → tpath必须⾄少⼀条过critig

即也将所有能到 S→ t 的路都堵死了1

在 LG 上 DFS 找到 S→ t pathi 找 Critical 边并设置 flow .

找到七路 { 并删 Critical 边

种两可能 没找到川遇到途block处 ( 即capacity 满 ) :

则删掉 block 点的所有⼊边⼆

则每次 LG 上的 DFS 花费 O( ( W 1 . " E 1 ) : 因为每条路⾛到头⾄多 O ( N 1 )

⽽⼀次⾄少删⼀条 itical也⼀cr (到七或到 dead - end )

② 注意到⼀次循环后必从 LG 中 K+ 1 层⽣出⼀条新边⼴指回
K 层

惑K← 1 层内部siI] …
…

…

…

…

sr…∵ t aict( ε, 单增—
⼀

Level k
lecel k

K“

指回 K 层 : dist (t ) 增加 2 在 《 + 1层内部 : dist ( t )增加国
⾄多 O( ( U 1 ) 轮循环 . Dinic Time : ① ( NP ( E 1 )



⼆分图匹配⼼⽹络流应⽤1 」 ( Matding 定义为 edgestuat 不重复涉及点 6 . 定理 1 : wegular = 分图必有
2 Aperfectmatching⼆分图上 matching就是配对问题了

S 本质区别通与普⽹络流有 : ( overtex ,
Same degree) al " vertices matched 了

:0
~

MMN值也橙则每次⽆论
o 《还是找到必绝 — —… …
………
都必然删掉整条路 { 算出该图可达整数流满射的 → 有完美匹配的条件

o0000

:
…
…

∵
…… =⇒ ⽐轮循环中每⾄多 E 1 ) 便停 正常建图

、 所有边权 1

xt
每条边只会经过⼀次

( 反边也也权们⼀样:汁售谚 !向默出與—
Claim 每次⾄多哈轮找全blockfiow 是满⾜ capacity 的

—

Claim" 2 : VI { s ,
t } 的⼊度与出度⾄少有⼀个是 I A B =⇒ flow 可达 | A 1

.

且这是⼀个⼤⼩⼤流就是最割

( Irductively .初台满⾜⑦考增后然份图 =⇒ 由于边权整数该maxflow 必有整数 flow 达到 ⇒ 有完美匹配

⼊边交换各⾃数量不变 7 .

定理 2 : Hali' s Marriage :

1 *点不之路agevertexdisjoint44 If Is |≤ ( N < s ) | forall SEA= 3存在matchingsize ( A 1(左侧全配

( ⽤⽹络流

构造 S → t 的⽹络流 , 并没边权都是 1
找 edgedisjoint ) ②

"

⇒
”

构建⽹络 、 该⽹络满⾜右侧性质 。

欲证有 A →全映及要找到 | A 1 的⽹1
构造⼀个全边权整数的⽹络流 → 证明最终可有整数分配

在最终停⽌ G5中看从 S 出了⼏条边

故不会出现 edgedisjoint
P多世经过同⼀个点

Elaim⾄多轮循环环。1— 经过轮后可证; G的最⼤流多πm
⽥兜地不交路数,再⼀⼼流也 =点不相交微□

—

于是我们有 τ 轮后 st 最短路 π

⻓度了多 1⼏ 1个点两个不相交点—路

⇒ Gf 最⼤流此后⾄多河
=⇒ Vπ 1 轮可停⽌

每轮循环 O( E 1 ) .

共 O(]轮>

5
. ⽹络流应⽤ 2 . 锦标赛胜场

⼀
c 图表示任两队剩余场次求 D是否

A 有机会赢下⽐赛
。

C
⾸先让 D全胜

D

1
29
:幽 => ÷ D 为 4 、 胜

c 37

D
B

=3 A ⾄多 win 1
.

B ⾄多 win 3
.

C ⾄多 wim 4

构建⽹络流 若 max -flow能让左侧流满则存在分配
① 有胜场 ⇒ fl 0… …只需要按⽐赛结果分流

,

、籪 赢者分到⼀个流总能分完左侧场次

② 有 flow =3 实际胜场 :

[ 表示队伍弱胜场定理整数流必可整数达到必有但若也
capacity

均数旭程更新
critica也⼀开始必为

C

左也是所有⽐赛配对

右边是队伍 整数
, 后⾯⼀直加减整数

.

流必为整数
流量表示有⼏场⽐赛

=⇒ 整数达到的流可分配为实际胜场

射 络流

=⇒ 证明该⽹络取⼩割 = 1 A 1
⽇

⼀

中间边权设为 I也⾏
Proof : 将割分成三类

多点回DDAX
。o… →∞便⼲证明

直接切 ⑤)
割 = 1 A 1 ) ② …

回道直接切 ):
—

割 = NCA)) |≥ ( AI

3
. 若割如下所示部分割 ⑨ ,

分割⑥部 S , AB {分{ { AR , Bk ,
t } 两组

品品: : ……… :
A

、

B

⼀ ∵
t

⼀÷

”

,
S ⼀

ARBL
…

—
,

这样切严格说是割: 切 | AR | , t

]| A 、 |→( Bk | 但若割中有 | Ar |→ ( BR |直接 ∞ 了
切 1 Bil 故正常割的图中不存在 AL → Br 边
—

故切掉的边只剩侧 :⽽—

—

1 1 + H E ( ( )|+1A ) H1+ (A |= 1州剿= AR凸

所有害⇒ Y 都⼤于等 IAI于

⽽最多匹配 1 A 1 条说明 max - flow 就是 ( Al



LinProgranear 7 .
MaxElow ← MinCut ⽤对偶证明该定理

1 . 形式 性质 : min Ʃ y
Cv an

+ o
,

巡 ,

N ) εE

max C . X ,
+ C2X 2 + … + CnXn

① alway ≥ optimum (x , …
…

, xn ] s
.t .

Ysu
.

t Zu .
I
. CS , u ) EE

s , t . a , x 1
+ anXz + … tanXu ≤ b

.
为这个约束多胞体的顶点( polytope) Yut - Zu ≥ O

.

LUt ) EE

iamiXi+ GmzX 2 + … + GmnXu ≤ bm
Yuw - Zut Z 0 =0 LUV 3 EE

, UtS .

0 tt

Yuw ≥ 0 CUU ) EE CZu ⽆约束因为原本
X , … , Xn ≥ 0 约束 ② 是 = O 约束 ,

2
.
单纯形法 — 在顶点游⾛找最优

差指数 (遍历所有顶点最时间但在⾼斯扰动下 (smooth analysis )

分标 :准形 .

① max ③ 约束 ≤ 若原 = 则加松驰原 ? 则x → - x

③ xi ⽆ ≥ 0 约束
。

换成 xxx . .
X

+, x . RO

变量是fucfor( u , U )EEall

max 忘zfsu s
.
t

. o ≤ fur ≤ Cur tcuiviaE

5. Duality 理解1 max X 1 + 6x =+ 13 x 3
希望凑出⼀个最⼩的值

S
.

t
. x ,

≤ 200

1 y , ny 4

x .
+ 6 xz + 13 λ 3 ]名乘

Xz ≤ 300

x .
+ x 2+λ 3 ≤ 400

≤ 200y 、
+ 300 Y =+ 400 y 3 + Go0 y 4

x 2+ 3x3
≤ 600

由⼦ 0
- * , x

,
x 3 左侧边的变量部必为 I

X, Xz ,
X
3 ≥ 0

因为约束中每条边对应且仅
manx (Tx

⇐

min bTy
强对偶声明 VP问题

对应 fev . 或11 和 - 1

s .t
. Ax ≤ b s

.t .

y
'
A : CT

prim OPT = duaL OPT
. 右侧 。 每⾏要么个数要⼼三个数

↑ ↑

X 20 Y ≥ 0

放松要求

relax x .
ε [ 0 ,

1]为

最后转换回满⾜ integer 要求的解直接取 voumd
.

ertex例 : √ over ILP →lPrelax后为 :

min Ʃ x
WEV

s .
t . Xo xw =lt CUN ) ← E

O ≤ x、
≤ 1 V ε O

算法结果对每条边会有分数的预测 ③
—句

⇒ ⼀个近织处理 : 把分数中 ? Ʃ 的点都选上

2近似证⾸先 nelax后⼀定可以更优在下即min更⼩OPT(IP ] : OPT ——

⽽ OPTCLP>= ƩΛv=Ʃ
xv

< i
+Ʃxi ≥ O +Ʃx或

= - 三ALG 数量即我们选的点数
=7 ALG E 2 OPTELP) ≤ IOPTCILP>

a Vertex Cover ← Matching ( konig - Egervary定理 )

Dual :

max Ʃ xe
CGE C相当于每个点被选择

st . Ʃ ewws 1overrelax后 )
量不能过 1次超⼀

LG , L ) EE

eur ≥ 0

⼀
4

. 构造解证明符合 Primal 约束(⽐如虽整数match , 但有的边负有的 ± 2 )

⼀列 ,

直选完 I 中的单独 1 .
最后剩下 (yk . det ( A ⼦式 )

| E |× | 2() 的矩阵是totalunimodulanemmas

Inductively : 的⼦阵都满⾜* 假设任意及 α反⼦阵都满⾜

现在选取任 - 〈 及+ 1 ] × ( k+ 1) 的⻢阵 :

性质 : 其每⾏要么只有⼀个数 ± 1
.

要么只有两个数 1和回

若整个⼦阵存在⼀⾏ ① : 则取这⾏

det ( Aat, ) = ± 1 x det( Ax )ε { - 1 ,
0 . i } √

若整个⼦阵不存在 ①
. 即每⾏都有⼀个 1 相 - 1

则把所有列第⼀列第⼀列加到 _ 变3 et变⽽⾦成⼗
=⇒ 此情况下 det ( Aa+ n ] = O . ⇒31 是 totat umimodular

…
-…

…

…

( 消去的⽅法依题⽽变根据图本身/矩阵本身的性质例如
= 分图中

,

考虑所有边均有两个⾮零元素的情形 (都⻔ 。

由于每边连⼀个 A ⼀个 B类必

则把丹类的 × c) 加所有 3 类的 →全⽐例列 m

⼼薜缆



于是 lemma多和
,定理由这个 Lp 可由整数达到”

下⼀步要从给定的整数解中恢复出 maxflow 的边

作如下分 y : L = { s , Zv ≈ 1 的 } R = { t , Zu ≤ 0 的 }

由 primal - dual 的关系 Uit ( L , R3 ≥ flow (f ) .

现欲证 C ( L , R ) ≤ Ʃ CurYur 便能得出等于
。

则左侧加 Cuv
. 右侧也加 (uv .

C ( L , R ) = Ʃ Cur ≤ 案割Y
名ECur ≤ OPT ( dlucd ) : C ( L , R )

某个割

=⇒ MinCut = CCL , R ) = OPT Cdual ) : OPT ( Prim 3 = MaxFlow .

A操作集 { a , … ,
am }

.

B操作集 { b… …
b }

Payoff Matix ( 只需⼀个因为零和)来描述 Gij 为 A在的 gain
或 B 在上的 loss

.

了
01Ua ( x , y ) = XTGY UB ( x . y ) =

- ×TGY = - Ʃ Gijxiy ;

A 要找到被针对下最优⼊ :

哔骂
Ʃ Gijxiyi

因为展开哦 y Y Ʃ Girxi + Yz ƩGizxi + … + Yn ƩGinXi

=⇒ 实际就是优化到最⼩的 ƩGikxi 上 ,
令 Yk = 1 . 其余 Y : 0

=⇒ m

哎筏… 以它Gijxi

品
z≡ Gx… 5…

x,
+… +xm = ( | a -化 distributiom )

x , …
, Xm、

≥ O

Dual : min ω

s
.
t . Ʃ GijY ; ≤ w [ i = 1 , … , m

还是对于优化的
⇒

y , + …
+ Ym =

1 y哎 ƩGijxiyi

, … … ym ≥ O 再由 Strongduality
)

MininayTheoren: ma 它

niy
ƩGijkiyi =☆ 哔 ƩGijxiy;



IS ≤K VC 若 S 是 G的独⽴点集 ,

则 V -SG的点覆盖必是

NP ↓ 选不选调换 ↓
p : Bolymomial TM ( Solver } .

A ( x ) 直接给结果
任两点之间⽆边 ⇒ 任两没选的点之间⽆边 ,

1 . P/NB 问题定义 i 则必然选了的点Cover所有边

π ISCG ,
S

,
k ) =⇒ UC [ G , V - s ,

( u | - k )

然后判迷断 XY 是否合法「验证简单搜答案难 )
IS ≤ K Clique 团 : 内部完全图 )(

(补图是原来两点间
2 . Karp Reduction

若 S 是 G的独⽴点集 . 则 S 是 ε 中的团 有边 (⽆边调换了
3 SAT 作为 SAT 特例 。 然简单更显少 SnJ≤ KSA]

↓ ↓
。 但若有 SAT 问题输⼊位PolyTimeX 转成 X , SAT [ X ] = { 原来⽆边现都加上

⇒ 任两点之间有边
. 即完全图任两点之间⽆边

ISCG .
S

, K ) ⇒Clique ( G , s
,
k )

=☆ SAT ≤ K 3 SAT . 进⼀步说明两问题
“

同样难
”

A = { a , … an } .判断是否习SAK
Ʃ S = k

Lxuavy , 3 rGryvrxsvzg —ttvxuvy) (nysuxs 0̂ x0 )
⼀ ⼀ ⼀

≤
k Subset Sum

3
. NP - hard complete .

将 A 中的元素数字改成向量 .K 也改成向量

. A decision problem isNp -hard : UgENP . g ≤kS 判断是否有 Ʃ U= k 即要求每位向量都对上
. NP - complete : FENp and fis Np- hand .

什

xv ε { 0 , 1 }

思路 :1 x. xz X3 … An Y Ya … Ym s p

0 1 ⼼ … … …

0 w 0
TM

! 0 … … …0 … … ⑩

䰱
l∞ … … 0

Vevifier 的功能是 :若对于某输⼊ x 是valid 的则 ay

使得Verifier( x , y ) = 1 . λ
②

—吗— o

5
. Reductiom Map 〈 → 均指代 ≤ k )

①

AT→ 3 SAT IidependentSet
-verexcover

、 clique③

⼈有向Hamittonpath
⑧

① 3SAT ≤ K IS Proof Sketch of NP- Complete

= ( x , vx30 ^ x 4 ) Λ ( avnx 3 vx 4 ) Λ Lxvxzv; 1 . 证 NP ∴科每个⼦句构造⼀个三⻆形. ⼦ 先⼀个 NP- compliete g . 证 g ≤ k 5 f

a… 脊…
☆≈ 分 。 证明等价性 : 对你给出的Imput转换⽅式

⼀

Ʃ 1 g (x 3 = Yes f ( x ) = es ; 若, 则
LecziP 12证明图

( x 3 = N 0 f( x ) = N 。或若 f ( x ] =Yes , 则 g ( x ) =e刻若g

证明 3 SATL ) 与 IS ( ' ) 是Yes←Yes . No <Nox

若 3 SAT [ψ
,
{ xi } }输⼊⼀组取值Yes .即每个驹⾄少有⼀个点

⇒ 构透×时

在每个三海中任选⼀个me 的点 (若有单涌形内多 True .
必然总点数业

—

—

—

IS(G . { xi } ,k )

Ʃ若这些选点符合 φ

.则必然满⾜I 1S的size 为 k→ Yes

若@ 3SAT [ ψ .
{ aiY ) 是 No . 则必然有⼀个 Clause 全 False ⇒ 构造义时 。这个三海⾥

也要任取⼀个 。 那么必然和前⾯该变量的逆⽭盾 ⇒ 不是 IS =⇒ No

②

③

EKSS④ vC :

⽽这是⼀个特殊的 Vss
. 可再转化到

—

Vector Subsersum
)

相应设置 ( N 1 向量 。
每个 1 E 1 + ( ⻓度

)

≥ 1
.-E ( un ) 第 1 列 f 表示选不选这个只

Ʃ xi = k 如果选的话 :

对应第 i 个点cover 了哪些边

为了 xv +xu =⽗把⼤于式⼦转化成求和等于 “
“

引⼊松驰变量Yu。

Xwt Xu+ Yuv =2
v . ( 1

,
0

,
0 .

… … )

① 第⼀列求和为业表示 DvI ( 1
,
0

, … … )

UC ⼤⼩为 k
,

vi ⾥要选及个

② 后⾯ 1 E 1列求和为 2
vsc o

,
o , w …'

若只有⼀个 Ui 为 1 . 则下⾯ :
> 全 1

. 若选该点便计数

要选择相应边 e
.
( O 1

否则不⽤选相应也 erco
1单位阵(

:
UC ≤ k vss→

ktk
,

,

2 , …
… ziz

)

⽽这个 VSS 有性质均⾮负
⑥

minating Set 且除第⼀列外每列总和 ≤ 5 .( + ( + 1 + 2 )

④ ⇒ 可以将每⾏看作⼗进制数 、 直接求和的⽬标 SS 也能做 。

⑤

….Hamtongcce VSS ≤ KSS. 于是借由 Vss 得证 UC ≤ KSS
.

≈
mss∵ ;.ypp

( 当然这个⽅向简单)



SS ≤ K Partition : S = { 1 .

判断是否有分隔使…
…∞

Ʃ 筑赢O ⑧ 向⽐有 P ≤
K ⽆向 HP 把⼀个点拆成三个 ⇒ 避免了从原图中的

只能判断正分隔了数Pa≤
k λHf

s

1v. ⼊也进⼊边出的情况

增加数组⼀个 2 k 忌 ai
⑦ Umid ⼩有向HP ⇒ ⽆向 HP . 直接⾛对应即可边

⾸先对于 Partition 的转化 : 将百输⼊” A 。 Vout 《 ) ⽆向 HP =⇒ 有向 HP .

Λ
a
, anss (

9 I k )→ Parrion ( { … a ,anizkisung)
性质 . 必接上⼀个的… Vout . Vout 必接v

由性质
.

若⽆向 Hp 有⼀组点顺序为Vin - Umid - Oout 或 Vout - Umid - Vin .

则若前者为Yesn - 有 Ʃ a = k
. 则后者必有分割 Ʃ@ 剩K . 余还是 k 则所有组顺都是这个序 ⇒ 对应有向图中正路或反路

。 习也必存在

则后者有⼀个分⾏、不妨没将 a .… … an 分为了 x 与 Sum - x .

⑨ ⽆向 HP ≤ K
Hamilton Cycle .

则⽆论 x+ ( Ik - sum ] =sum - x x = sum - x + trk -sumy 是均有⼀部分为 k

0 对于 Partition ⼗ . 可由Partitionredue 过来

partition ( { s . … …Sm } ) =Partitiont ( {
, … Isnl {) s " 1 ( 假设是 minimize 问题 )

1 .ato定值 ALG ≤α OPτ)( Imput ( Iuput) tIuput .

则在绝对值中 .

必有另⼀分割 P. tnz = P2 + m .

n = 100 时 ALG ≤ log 100 . OPT

⑥ UE ≤ K DS : For any wertex UE UUS . AUES
.

LEIUJ EE n : 10000 时 ALG ≤ log 10000 . OPT

类⽐ vartexCover 覆盖希望转化为覆盖也点 ( 注意 vc是盖覆边— 3
. PTAS & FPTAS ( Polymomial Timne 1

多项式时间逼近

但这不够 ,

因为 UC要求覆盖所有边
”⼀只等价于要求

⇒ 将原点们补成完全图 。 保证了原点均被覆盖
—

—

!
⽥完全图也必 over 所有原点

新加点换成原点 Cover 的边数⼀定不降
。

5

π
~

1 是先⾛左和先⾛右
↳

←

⼯
, 中间圈的数量是包含 ψ i 的

t

⼦句数量 。 下⾯利⽤性质 1 . 给每个⼦句中的xi 或 7xi添加描述

规定该结构是向左⾛的则⻜ i
= True

0
⼀

⽐如对 ① 的⼦句 ( xv ^ xz )√

( x 、
= Tune )

⼀
~ 要么 x结构从右向左⾛ ( X 2= False ) .

注意到每出去⼀次念⽤掉⼀个点1

θ

⼀ ⼀ 驹数个点( 每个⼦句故要造⼀个圈 )
~

ω→0 表示每个句都需要co→→

…
…

→

」

δ
被达到 /实现 )

. SAT的Yes ⇒有 + P :依照赋值决定每个圈左右⾛
,

由于保证了每个

Clause True . 则必有其中⼀个值为True , 则从这个变量的圈可达孩⼦句

=⇒ 所有⼦句可达 =⇒ Hamilton Path

. 有 Hp =⇒ SAT 的 Yes : 依照 path 每个圈左/右⾛来赋值变量即可 .

图上 ndependentset 数值相关 →subsetsum
;

Appro ximation Scheme]

任意常数
←

近似⽐

PTAS : α=1 HE .则这个scheme可达 OC吃了

Fully PTAS : O ()
m

)

4
. FPT ( Fixed - Parameter Tractable )

精确求 OPT . 但不⼀定多项式 .

O ( n
^ ) k是⼀个描述输⼊情况有多差的参数)《 k) .

⼼即对于 NP - havd 问题设计⼀个含参数的

算结⽐奶⼦ ndependentSet 问题
“

像树程度


